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Abstrak 
     Salah satu fokus pembelajaran pada analisis fungsional 
diantaranya adalah ruang metrik. Dalam penelitian ini, dibahas 
mengenai ruang b-metrik yang merupakan generalisasi dari 
ruang metrik. Bahasan yang menarik untuk dikaji dalam ruang b-
metrik diantaranya adalah mengenai konvergensi barisan serta 
teorema titik tetap. Untuk mendapatkan teorema titik tetap dalam 
ruang b-metrik, perlu ditunjukkan bahwa ruang b-metrik tersebut 
lengkap. Dalam tugas akhir ini, ditunjukkan bahwa ruang b-
metrik, khususnya dalam ruang b-metrik   
 
 merupakan ruang b-
metrik yang lengkap, sehingga didapatkan pula teorema titik 
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Abstract 
     Metric space is one of basic object in functional analysis. In 
this research, studied about b-metric space which is the 
generalization of metric space.  Some interesting topics in b-
metric space is about sequence convergence and fixed point 
theorems. To get the fixed point theorems must be showed that b-
metric space is complete. In this final project, we investigate that 
the b-metric space, especially on   
 
 b-metric space is complete, 
so it can get the fixed point theorems on   
 
 b-metric space. 
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𝑑(𝑥, 𝑦) Metrik pada (𝑥, 𝑦) 
𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) b-metrik pada (𝑥, 𝑦) 
(𝑋, 𝑑)  Ruang metrik pada 𝑋 
(𝑋, 𝑑𝑏)  Ruang b-metrik pada 𝑋 
(𝑥𝑛) Barisan bilangan real  
ℓ𝑝 Ruang barisan yang jumlahan absolut nilai-
nilai barisannya pangkat 𝑝 konvergen. 
ℓ1
2
 Ruang barisan yang jumlahan absolut nilai-




ℝ Himpunan bilangan real. 
ℕ Himpunan bilangan asli. 
ℝ2 Himpunan pasangan terurut bilangan real. 
𝑇 Pemetaan kontraktif 
∈ Elemen atau anggota. 
⊆ Himpunan bagian tak sejati. 
lim
n → ∞














     Pada bab ini akan diuraikan hal-hal yang melatarbelakangi 
tugas akhir ini yang selanjutnya dituliskan dalam sub perumusan 
masalah. Dalam bab ini juga dicantumkan mengenai batasan 
masalah, tujuan dan manfaat dari tugas akhir ini. Adapun 
sistematika penulisan tugas akhir diuraikan pada bagian akhir bab 
ini. 
 
1.1 Latar Belakang 
     Dalam mempelajari ilmu pengetahuan tentu di dalamnya 
mempelajari matematika. Analisis fungsional merupakan salah 
satu cabang dari matematika analisis. Konsep umum yang dibahas 
dalam analisis fungsional diantaranya ruang metrik, ruang 
bernorma, ruang Banach, ruang hasil kali dalam, dan ruang Hilbert. 
Seiring berkembangnya zaman, pembahasan dalam analisis 
fungsional pun mulai berkembang. Pada umumnya perkembangan 
dalam analisis fungsional tertuju pada perumuman ruang metrik 
serta pengembangan teorema titik tetap pada ruang-ruang tertentu. 
Masalah konvergensi barisan merupakan salah satu bagian  
yang cukup menarik pada pembahasan di dalam analisis 
fungsional. Khususnya barisan di dalam ruang metrik dan ruang b-
metrik. 
Teorema titik tetap atau teorema pemetaan kontraktif 
merupakan hal yang penting dalam pembahasan mengenai ruang 
metrik. Teorema ini menunjukkan bahwa titik tetap dari pemetaan 
pada ruang metrik itu ada dan tunggal. Teorema ini pertama kali 
dibuktikan oleh Stefan Banach pada tahun 1920. 
Selain itu, pengembangan teorema titik tetap pada ruang b-
metrik ruang pun banyak diteliti. Teori mengenai titik tetap adalah 
salah satu topik penting dalam pengembangan analisis nonlinier.  
Dengan menggunakan gagasan ini, pada tahun 1993 Czerwik 
[8] menampilkan suatu generalisasi dari teorema titik tetap Banach 
pada ruang b-metrik. 
2 
 
Konsep dari ruang b-metrik diperkenalkan dan dipelajari pada 
tahun 1989 oleh Bakhtin [9]. Bakhtin memperkenalkan ruang b-
metrik sebagai generalisasi dari ruang metrik. 
Oleh karena itu, dalam tugas akhir ini akan diselidiki mengenai 
konvergensi barisan dan kajian mengenai teorema titik tetap dalam 
ruang b-metrik.  
 
1.2 Rumusan Masalah 
     Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan sebelumnya, 
dibuatlah suatu rumusan masalah yang akan dibahas dalam tugas 
akhir ini, yaitu bagaimanakah konvergensi barisan dan teorema 
titik tetap pada ruang b-metrik. 
 
1.3 Batasan Masalah 
     Dalam pengerjaan Tugas Akhir ini diberikan suatu batasan 







     Tujuan dari Tugas Akhir ini adalah sebagai berikut : 
1. Membuktikan bahwa ruang ℓ1
2
 merupakan ruang b-metrik. 
2. Menyelidiki konvergensi barisan pada ruang b-metrik ℓ1
2
. 





     Melalui tugas akhir ini diharapkan dapat memberikan 
kontribusi yang berarti, sehingga dapat membuka pikiran dan 
wawasan serta menambah perbendaharaan pengetahuan mengenai 
konvergensi barisan, khususnya konvergensi barisan pada ruang b-
metrik. Kemudian dapat dimanfaatkan sebagai langkah awal untuk 





1.6 Sistematika Penulisan 
     Tugas Akhir ini secara keseluruhan terdiri dari lima bab dan 
lampiran. Secara garis besar masing-masing bab akan membahas 
hal-hal berikut : 
BAB I PENDAHULUAN 
Bab ini berisi tentang gambaran umum dari penulisan 
tugas akhir yang meliputi latar belakang, rumusan 
masalah, batasan masalah, tujuan, manfaat, dan 
sistematika penulisan. 
BAB II TINJAUAN PUSTAKA 
Pada Bab II berisikan konsep-konsep dasar yang 
digunakan untuk menyelidiki konvergensi barisan pada 
ruang 𝑏-metrik yaitu ruang Metrik dan ruang 𝑏-metrik.  
BAB III METODE PENELITAN 
Dalam Bab ini akan dijelaskan mengenai tahapan-tahapan 
dalam pengerjaan tugas akhir. Tahapan-tahapan tersebut 
antara lain studi literatur, mengkaji barisan pada ruang b-
metrik dan selanjutnya menyelidiki konvergensi dari 
barisan pada ruang 𝑏-metrik, penarikan kesimpulan, dan 
penulisan tugas akhir. 
BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN 
Dalam Bab ini akan dibahas mengenai ruang b-metrik, 
barisan pada ruang b-metrik serta konvergensi pada ruang 
b-metrik. 
BAB V PENUTUP 
Bab ini berisi kesimpulan yang dapat diambil dan saran-




























     Pada bab ini dijelaskan mengenai konsep atau teori dasar yang 
digunakan dalam menyelidiki konvergensi barisan pada ruang 𝑏-
metrik. Konsep-konsep dasar tersebut diantaranya adalah 
mengenai ruang Metrik dan ruang 𝑏-Metrik. 
 
2.1 Penelitian Terdahulu 
 
Tinjauan pustaka yang digunakan dalam tugas akhir ini 
diantaranya adalah beberapa penelitian terdahulu yang 
berhubungan dengan topik tugas akhir. Salah satunya adalah 
penelitian yang dilakukan oleh Bakhtin [9]. Penelitian tersebut 
melatarbelakangi Czerwik [8] untuk mengembangkan ruang 
metrik.  
Selain penelitian yang dilakukan oleh Bakhtin dan Czerwik, 
penelitian Mehmet Kir dan Kiziltunc dalam jurnal yang berjudul 
On Some Well Known Fixed Point Theorems in b-Metric Spaces 
[7] juga dijadikan tinjauan pustaka dalam tugas akhir ini. 
Karena bahasan yang ada di setiap penelitian tersebut saling 
berhubungan, penelitian-penelitian tersebut dapat dijadikan 
sebagai tinjauan pustaka dan bahan acuan dalam penelitian tugas 
akhir ini mengenai konvergensi barisan dan teorema titik tetap 
pada ruang b-metrik. 
 
2.2 Ruang Metrik 
 
     Sebelum membahas mengenai ruang b-metrik, terlebih dahulu 
perlu dijelaskan mengenai pengertian ruang metrik serta 
konvergensi dalam ruang metrik. Hal tersebut merupakan ide dasar 





Definisi 2.2.1[3] Misalkan 𝑋  suatu himpunan tak kosong. 
Didefinisikan metrik atau fungsi jarak sebagai fungsi bernilai real 
𝑑:𝑋 × 𝑋 → ℝ yang memenuhi sifat-sifat berikut. 
Untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋, berlaku: 
(M1) 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0. 
(M2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦. 
(M3) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥). 
(M4) 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧). 
Jika 𝑑 metrik di 𝑋, maka pasangan (𝑋, 𝑑) disebut ruang metrik. 
 
Contoh 2.2.2[3] Pada himpunan ℝ  dapat didefinisikan metrik 
𝑑:ℝ × ℝ → ℝ  dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|  untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ . 
Mudah diperiksa bahwa sifat-sifat (M1)-(M3) berdasarkan definisi 
2.2.1 terpenuhi.  
Berikut akan dituliskan pembuktian (M4) 
𝑑(𝑥, 𝑧) = |𝑥 − 𝑧| 
= |𝑥 − 𝑦 + 𝑦 − 𝑧| 
≤ |𝑥 − 𝑦| + |𝑦 − 𝑧| 
𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) 
 
Contoh 2.2.3[3] Untuk himpunan ℂ , dapat didefinisikan suatu 
fungsi 𝑑: ℂ × ℂ → ℝ  dengan 𝑑(𝑣,𝑤) = |𝑣 − 𝑤|  untuk setiap 
𝑣,𝑤 ∈ ℂ. Fungsi 𝑑 merupakan metrik dan dikenal dengan metrik 
Euclid atau metrik baku pada ℂ. 
 
Contoh 2.2.4[3] Untuk himpunan ℝ2  dapat didefinisikan suatu 
fungsi 𝑑:ℝ2 ×ℝ2 → ℝ dengan 
𝑑(𝑥, 𝑦) = √(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2 
untuk setiap 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ
2  dan 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ ℝ
2 . Dapat 
diperiksa dengan mudah bahwa sifat-sifat (M1)-(M3) berdasarkan 






Berikut akan dituliskan pembuktian (M4) 
 (M4) 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) 
= √(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2 +√(𝑦1 − 𝑧1)2 + (𝑦2 − 𝑧2)2 
≥ √(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2 + (𝑦1 − 𝑧1)2 + (𝑦2 − 𝑧2)2 
= √
(𝑥1
2 − 2𝑥1𝑦1 + 𝑦1
2) + (𝑥2
2 − 2𝑥2𝑦2 + 𝑦2
2) + (𝑦1
2 − 2𝑦1𝑧1 + 𝑧1
2) +
(𝑦2




2 − 2𝑥1𝑧1 + 𝑧1
2) + (𝑥2
2 − 2𝑥2𝑧2 + 𝑧2
2) 
= √(𝑥1 − 𝑧1)2 + (𝑥2 − 𝑧2)2 
Jadi, √(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2 +√(𝑦1 − 𝑧1)2 + (𝑦2 − 𝑧2)2 ≥
√(𝑥1 − 𝑧1)2 + (𝑥2 − 𝑧2)2 
Jadi 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) 
 
Berikutnya, akan diberikan definisi mengenai barisan 
konvergen dalam ruang metrik. 
 
Definisi 2.2.5[3] Suatu barisan (𝑥𝑛) dari titik-titik dalam suatu 
ruang metrik (𝑋, 𝑑) dikatakan konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 , dinotasikan 
dengan 𝑥𝑛 → 𝑥 untuk 𝑛 → ∞ atau 
lim
𝑛→∞
𝑥𝑛 = 𝑥 
jika barisan bilangan real tak-negatif 𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥) → 0 saat 𝑛 → ∞; 
dengan kalimat lain, untuk setiap 𝜀 > 0 , terdapat 𝑁 ∈ ℕ 
sedemikian sehingga  𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥) < 𝜀 untuk 𝑛 ≥ 𝑁. 
 
Lemma 2.2.6[5] Sebuah barisan konvergen pada metrik (𝑋, 𝑑) 




Bukti. Andaikan (𝑥𝑛) kovergen di 𝑋 dan memiliki dua limit 𝑥 dan 
𝑦 yang berbeda maka 𝑑(𝑥, 𝑦) > 0 jadi ada bilangan-bilangan bulat 
𝑁1  dan 𝑁2  sehingga 𝑑(𝑥, 𝑥𝑛) <
1
2
𝑑(𝑥, 𝑦)  untuk semua 𝑛 ≥ 𝑁1 
dan 𝑑(𝑦, 𝑥𝑛) <
1
2
𝑑(𝑥, 𝑦)  untuk semua 𝑛 ≥ 𝑁2 . Andaikan 𝑁 =
max⁡{𝑁1, 𝑁2}, maka 








= 𝑑(𝑥, 𝑦) 
Hal ini terjadi kontradiksi. 
Dari Definisi 2.2.5 didapatkan bahwa suatu barisan (𝑥𝑛)  di 𝑋 
konvergen ke limit 𝑥 ∈ 𝑋 jika dan hanya jika barisan bilangan real 
pada 𝑑(𝑥, 𝑥𝑛) konvergen ke nol. Dengan kata lain lim
𝑛→∞
𝑥𝑛 = 𝑥⁡jika 
hanya jika lim
𝑛→∞
𝑑(𝑥, 𝑥𝑛) = 0.  
Lemma 2.2.7[5] Diberikan 𝑋 = (𝑋, 𝑑) suatu ruang metrik. Jika 
𝑥𝑛 → 𝑥 dan 𝑦𝑛 → 𝑦 pada 𝑋, maka 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) → 𝑑(𝑥, 𝑦). 
Bukti: Dari ketaksamaan segitiga  
𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑦𝑛) 
Sehingga didapatkan 
𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) − 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑑(𝑦𝑛, 𝑦) 
Dan didapatkan 
|𝑑(𝑥𝑛 , 𝑦𝑛) − 𝑑(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑑(𝑦𝑛, 𝑦) → 0 
Dengan 𝑛 → ∞. 









Berikutnya, diberikan definisi mengenai barisan Cauchy pada 
ruang metrik. 
 
Definisi 2.2.8[3] Misalkan (𝑋, 𝑑)  suatu ruang metrik. Suatu 
barisan (𝑥𝑛) dari titik-titik di 𝑋 merupakan barisan Cauchy jika 
untuk sebarang 𝜀 > 0 terdapat 𝑁 ∈ ℕ sedemikian hingga 
𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) < 𝜀 apabila 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 
 
Contoh 2.2.9 Diberikan (𝑋, 𝑑)  suatu ruang metrik dengan 









) merupakan barisan Cauchy pada 
(𝑋, 𝑑). Sebab, untuk sebarang bilangan real 𝜀 > 0, akan dicari 
bilangan asli 𝑁𝜀, sehingga untuk sebarang bilangan asli 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁𝜀 
berlaku  









































Lemma 2.2.10[5] Setiap barisan konvergen di ruang metrik (𝑋, 𝑑) 
adalah sebuah barisan Cauchy. 
 
Bukti: Andaikan (𝑥𝑛) sebuah barisan di 𝑋  dengan lim
𝑛→∞
𝑥𝑛 = 𝑥 , 




𝜀 untuk semua 𝑛 ≥ 𝑁, dan mengakibatkan, jika 𝑛 ≥
𝑁 dan 𝑚 ≥ 𝑁 
𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) ≤ 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥) + 𝑑(𝑥, 𝑥𝑛) < 𝜀 







Berikut akan diberikan definisi mengenai ruang metrik lengkap. 
 
Definisi 2.2.11[3] Misalkan (𝑋, 𝑑) suatu ruang metrik dan 𝐸 ⊆ 𝑋. 
Himpunan 𝐸 dikatakan lengkap apabila setiap barisan Cauchy di 
𝐸  mempunyai limit di 𝐸 . Jika 𝑋 lengkap maka dikatakan (𝑋, 𝑑) 
ruang metrik lengkap. 
 
Contoh 2.2.12 Himpunan bilangan real ℝ  dengan metrik 
𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|  adalah suatu metrik lengkap. Hal ini dapat 




𝑛 = 1,2,…  adalah barisan Cauchy pada (ℝ, 𝑑)  dan (𝑥𝑛) 
konvergen ke 1 ∈ ℝ  maka terbukti bahwa (ℝ, 𝑑)  adalah ruang 
metrik lengkap. 
 
Dari Contoh 2.2.12 terlihat bahwa himpunan bilangan real ℝ 
adalah contoh metrik lengkap. 
 
2.3 Teorema Titik Tetap pada Ruang Metrik 
 
Pada bagian ini akan diberikan suatu konsep mengenai teorema 
titik tetap pada ruang metrik yang akan menjadi dasaran pengerjaan 
teorema titik tetap pada ruang b-metrik pada bahasan berikutnya. 
 
Definisi 2.3.1[5] Diberikan (𝑋, 𝑑) adalah ruang metrik. Pemetaan 
𝑇:𝑋 → 𝑋  disebut kontraktif pada (𝑋, 𝑑)  jika terdapat bilangan 
real 0 < 𝑘 < 1 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 yang memenuhi 
𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑑(𝑥, 𝑦). 
 
Telah diketahui bahwa teorema pemetaan kontraksi Banach 
adalah satu hasil penting dari analisis fungsional. 
Teorema 2.3.2[7] Diberikan (𝑋, 𝑑)  suatu ruang metrik yang 
lengkap dan 𝑇 suatu pemetaan pada 𝑋 sehingga  







Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  dimana 𝑘 ∈ [0,1) . Maka 𝑇  memiliki titik 
tetap tunggal yaitu 𝑥∗ ∈ 𝑋. 
 
Selanjutnya, Kannan menetapkan suatu teorema sebagai berikut 
Teorema 2.3.3[7] Jika 𝑇: 𝑋 → 𝑋  dengan (𝑋, 𝑑)  suatu ruang 
metrik yang lengkap dan memenuhi ketaksamaan 
𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑎[𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) + 𝑑(𝑦, 𝑇𝑦)] 
Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dimana 𝑎 ∈ (0, 1/2] maka 𝑇 memiliki titik 
tetap yang tunggal. 
 
Pemetaan yang memenuhi (2.1) disebut pemetaan tipe Kannan. 
 
Suatu kondisi kontraktif yang serupa diperkenalkan oleh 
Chatterjea sebagai berikut 
Teorema 2.3.4[7] Jika 𝑇: 𝑋 → 𝑋  dengan (𝑋, 𝑑)  suatu ruang 
metrik yang lengkap dan memenuhi ketaksamaan 
𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑏[𝑑(𝑥, 𝑇𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑇𝑥)] 
Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dimana 𝑏 ∈ [0, 1/2) maka 𝑇 memiliki titik 
tetap yang tunggal. 
 















     Pada bab ini dijelaskan metode yang digunakan dalam Tugas 
Akhir agar proses pengerjaan dapat terstruktur dengan baik dan 
dapat mencapai tujuan yang telah ditetapkan sebelumnya. Proses 
pengerjaan terdiri dari empat tahap, yaitu studi literatur, mengkaji 
ruang b-metrik, mengkaji barisan pada ruang b-metrik, 
menyelidiki konvergensi barisan pada ruang b-metrik. 
1. Studi Literatur 
     Pada tahap ini dilakukan identifikasi permasalahan yang akan 
dibahas. Dari permasalahan dan tujuan yang telah dirumuskan, 
selanjutnya dilakukan studi literatur untuk mendukung pengerjaan 
Tugas Akhir dan pemahaman yang lebih mendalam tentang 
metode yang akan digunakan untuk menyelesaikan permasalahan 
dalam Tugas Akhir. Literatur yang dipelajari bersumber dari 
jurnal, penelitian sebelumnya, dan dari website-website di internet. 
 
2. Mengkaji Barisan pada Ruang 𝒃-Metrik 
     Dalam tahan ini akan dilakukan pengkajian mengenai ruang 𝑏-
metrik. Dan akan ditunjukkan bahwa ruang 𝑏 -metrik 𝑙1
2
 
adalah bukan merupakan suatu ruang metrik dengan syarat 
suatu nilai 𝑠 yang telah didapatkan. 
 
3. Mengkaji Ruang b-Metrik 𝒍𝟏
𝟐
 





4. Penarikan Kesimpulan  
     Pada tahap ini dilakukan penarikan kesimpulan dari hasil yang 
















ANALISIS DAN PEMBAHASAN 
 
Pada bab ini akan dibahas mengenai ruang b-metrik, 
konvergensi barisan pada ruang b-metrik, ruang b-metrik ℓ1
2
, 
konvergensi barisan pada ruang b-metrik ℓ1
2
, serta teorema 




4.1 Konvergensi Barisan pada Ruang 𝒃-Metrik 
Setelah mendapatkan konsep mengenai ruang metrik, akan 
diperkenalkan mengenai konsep ruang 𝑏-metrik yang merupakan 
suatu perluasan dari ruang metrik. 
 
Definisi 4.1.1[1] Diberikan 𝑋 adalah suatu himpunan tak kosong 
dan terdapat 𝑠 ≥ 1  bilangan real. Suatu fungsi 𝑑𝑏: 𝑋 × 𝑋 → ℝ 
disebut b-metrik, untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋, berlaku: 
(BM1)𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) ≥ 0 
(BM2)𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) = 0, jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦, 
(BM3)𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) = 𝑑𝑏(𝑦, 𝑥) 
(BM4)𝑑𝑏(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑠[𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) + 𝑑𝑏(𝑦, 𝑧)] 
Pasangan (𝑋, 𝑑𝑏) disebut ruang b-metrik.  
 
Dari Definisi 4.1.1 jelas bahwa ruang b-metrik adalah suatu 
perluasan dari ruang metrik, sehingga diperoleh bahwa untuk 
setiap ruang metrik merupakan ruang b-metrik dengan 𝑠 = 1 akan 
tetapi tidak berlaku sebaliknya. 
 
Contoh 4.1.2 Diberikan 𝑋 = ℝ Didefinisikan 𝑑𝑏: ℝ × ℝ → ℝ 
𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|
𝑝, 𝑝 > 1, ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. (ℝ, 𝑑𝑏) merupakan ruang 
b-metrik dengan 𝑠 = 2𝑝 . Berdasarkan Definisi 4.1.1 mudah 






Berikut akan dituliskan pembuktian untuk (BM4) 
(BM4) Misal, 𝑢 = 𝑥 − 𝑦, 𝑣 = 𝑦 − 𝑧, 𝑥 − 𝑧 = 𝑢 + 𝑣. 
𝑑𝑏(𝑥, 𝑧) = |𝑥 − 𝑧|
𝑝  
= |𝑢 + 𝑣|𝑝  
≤ |2 max {𝑢, 𝑣}|𝑝  
≤ 2𝑝(|𝑢|𝑝 + |𝑣|𝑝)  
= 2𝑝(|𝑥 − 𝑦|𝑝 + |𝑦 − 𝑧|𝑝)  
= 𝑠[𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) + 𝑑𝑏(𝑦, 𝑧)]  
dengan 𝑠 = 2𝑝 ≥ 1. 
Karena memenuhi sifat-sifat pada Definisi 4.1.1, fungsi 𝑑𝑏 dengan 
𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|
𝑝 adalah b-metrik di ℝ. 
 
Berikut ini akan diberikan definisi mengenai konsep 
konvergensi barisan pada ruang b-metrik. 
 
Definisi 4.1.3[1] Diberikan (𝑋, 𝑑𝑏) ruang b-metrik. Barisan (𝑥𝑛) 
pada 𝑋 dikatakan konvergen jika dan hanya jika terdapat 𝑥 ∈ 𝑋 
dan ∀𝜀 > 0  terdapat 𝑁 ∈ ℕ   sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁 





Contoh 4.1.4 Diberikan (ℝ, 𝑑𝑏) ruang b-metrik dengan b-metrik 
𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|




} merupakan barisan yang konvergen ke 0 di dalam ruang b-
metrik (ℝ, 𝑑𝑏). Hal ini dapat dijelaskan sebagai berikut: dengan 











 <    sehingga 𝑑𝑏(𝑥𝑛, 0) =  |
1
𝑛








<    









Contoh 4.1.5 Diberikan (ℝ, 𝑑𝑏) ruang b-metrik dengan b-metrik 
𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|
𝑝 , 𝑝 > 1 , 𝑠 = 2𝑝  ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ . Barisan (𝑥𝑛) =
1
1+𝑛𝑎
 dengan 𝑎 > 0, 𝑎 ∈ ℝ adalah konvergen ke 0 di dalam ruang 
b-metrik (ℝ, 𝑑𝑏). Hal ini dapat dijelaskan sebagai berikut: dengan 













 <  𝑎, maka 
𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑥) = |
1
1+𝑛𝑎








<   . 









Selanjutnya, akan diselidiki mengenai beberapa teorema yang 
berkaitan dengan konvergensi pada ruang b-metrik. 
 
Berdasarkan Lemma 2.2.7 pada bagian 2, didapatkan teorema 
mengenai konvergensi barisan pada ruang b-metrik sebagai 
berikut. 
 
Teorema 4.1.6 Diberikan (𝑋, 𝑑𝑏) ruang b-metrik. Jika (𝑥𝑛), (𝑦𝑛) 
barisan-barisan di dalam 𝑋 yang masing-masing konvergen ke 𝑥 
dan 𝑦 maka {𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)} konvergen ke 𝑠𝑑𝑏(𝑥, 𝑦), untuk suatu 𝑠 ≥
1. 
 
Bukti: Diambil (𝑥𝑛) dan (𝑦𝑛) sebarang barisan di ruang 𝑏-metrik 
(𝑋, 𝑑𝑏). Misalkan lim
𝑛→∞
𝑥𝑛 = 𝑥  dan lim
𝑛→∞
𝑦𝑛 = 𝑦 dengan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 . 
Ini artinya ∀𝜀 > 0 ∃ 𝑁1𝑁2 ∈ ℕ  sedemikian hingga ∀𝑛 ≥ 𝑁1 
berakibat 𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑥) <
𝜀
2𝑠




Dengan ketaksamaan segitiga, ∀𝑛 ≥ max {𝑁1, 𝑁2} didapat 
 













𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) < 𝜀 + 𝑠𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) 
𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) − 𝑠𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) < 𝜀 
Akibatnya |𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) − 𝑠𝑑𝑏(𝑥, 𝑦)| < 𝜀 , ∀𝑛 ≥ max {𝑁1, 𝑁2}  ini 
berarti barisan {𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)} konvergen ke 𝑠𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋. 
 
Selanjutnya, berdasarkan Lemma 2.2.6 pada bagian 2, 
didapatkan teorema mengenai limit tunggal pada barisan 
konvergen di ruang b-metrik berikut ini. 
 
Teorema 4.1.7 Jika (𝑥𝑛)  barisan konvergen di ruang b-metrik 




𝑥𝑛 = 𝑥  dan lim
𝑛→∞
𝑥𝑛 =  𝑥1 . Akan dibuktikan 
𝑥 = 𝑥1 
Jika diberikan   >  0 sebarang maka terdapatlah bilangan asli 𝑁1 
dan 𝑁2 sehingga untuk : 








ambil 𝑁 =  max { 𝑁1, 𝑁1} maka untuk 𝑛 >  𝑁 diperoleh  




 +  

2𝑠
] =   
𝑑𝑏(𝑥, 𝑥1) <  
Karena 0 ≤ 𝑑𝑏(𝑥, 𝑥1) <  , ∀ > 0  maka diperoleh 𝑑𝑏(𝑥, 𝑥1)  =
 0 
Sehingga 𝑥 = 𝑥1. 
 
Selanjutnya berikut ini akan didefinisikan mengenai konsep 
barisan Cauchy pada ruang b-metrik yang masih berkaitan dengan 
kekonvergenan dalam ruang b-metrik. 
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Definisi 4.1.8[1] Diberikan (𝑋, 𝑑𝑏)  merupakan ruang b-metrik. 
Barisan {𝑥𝑛} pada 𝑋 disebut barisan Cauchy jika dan hanya jika 
untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑁 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛, 𝑚 ≥
𝑁 didapatkan 𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀. 
 
Definisi 4.1.9[1] Ruang b-metrik (𝑋, 𝑑𝑏) dikatakan lengkap jika 
setiap barisan Cauchynya konvergen. 
 
Berikut akan ditunjukkan suatu teorema berdasarkan Definisi 4.1.8 
 
Teorema 4.1.10 Diberikan (𝑋, 𝑑𝑏)  ruang 𝑏 -metrik. Jika (𝑥𝑛) 
barisan konvergen di 𝑋 maka (𝑥𝑛) merupakan barisan Cauchy. 
 
Bukti: Ambil (𝑥𝑛) sebarang barisan di ruang 𝑏-metrik (𝑋, 𝑑𝑏). 
Untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑁 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛, 𝑚 ≥
𝑁 berlaku 𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑥) <
𝜀
2𝑠
 dan 𝑑𝑏(𝑥𝑚, 𝑥) <
𝜀
2𝑠
, untuk suatu 𝑠 ≥ 1. 
Karena (𝑋, 𝑑𝑏) merupakan b-metrik, maka berlaku 
 
𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ 𝑠[𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑑𝑏(𝑥, 𝑥𝑚)] 








jadi 𝑑𝑏(𝑥𝑛 , 𝑥𝑚) < 𝜀 
 
Terbukti bahwa barisan yang konvergen pada 𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) merupakan 
barisan Cauchy. 
 
4.2 Ruang 𝒃-Metrik 𝓵𝟏
𝟐
 
Selanjutnya setelah mengetahui konsep-konsep mengenai 
ruang b-metrik dan konvergensinya, pada bagian ini akan diselidiki 










Definisi 4.2.1[1] Diberikan himpunan ℓ𝑝  (0 < 𝑝 < 1) 









Teorema 4.2.1 Diberikan himpunan ℓ1
2









 maka 𝑑𝑏  merupakan b-
metrik. Lebih lanjut, (ℓ1
2
, 𝑑𝑏) merupakan ruang b-metrik. 






Ditunjukkan bahwa 𝑑𝑏 memenuhi Definisi 4.1.1 
(BM1) 𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑦 
 
(⟹) 










2 + |𝑥2 − 𝑦2|
1
2 + |𝑥3 − 𝑦3|
1
2 + ⋯ )
2
= 0 




2 + |𝑥2 − 𝑦2|
1
2 + |𝑥3 − 𝑦3|
1
2 + ⋯ ) = 0 
|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|
1
2 = 0, 𝑛 = 1,2, … 
|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛| = 0, 𝑛 = 1,2, … 
𝑥𝑛 = 𝑦𝑛 ,  𝑛 = 1,2, … 
𝑥 = 𝑦 
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sehingga didapatkan 𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑦        (4.1) 
 
 (⟸) 








= (|𝑥1 − 𝑦1|
1
2 + |𝑥2 − 𝑦2|
1
2 + |𝑥3 − 𝑦3|
1
2 + ⋯ )
2
 
Karena 𝑥 = 𝑦 maka, 
= (|𝑦1 − 𝑦1|
1
2 + |𝑦2 − 𝑦2|
1
2 + |𝑦3 − 𝑦3|
1
2 + ⋯ )
2
 
= (0 + 0 + 0 + ⋯ )2 
= 0 
𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) = 0 
 
sehingga didapatkan 𝑥 = 𝑦 ⇒ 𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) = 0        (4.2) 
 
Dari persamaan (4.1) dan (4.2) dapat disimpulkan bahwa  
𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦.  
 
(BM2)  








= (|𝑥1 − 𝑦1|
1
2 + |𝑥2 − 𝑦2|
1
2 + |𝑥3 − 𝑦3|
1
2 + ⋯ )
2
 
Berdasarkan sifat nilai mutlak, 
= (|𝑦1 − 𝑥1|
1
2 + |𝑦2 − 𝑥2|
1
2 + |𝑦3 − 𝑥3|
1
2 + ⋯ )
2
 








= 𝑑𝑏(𝑦, 𝑥) 
 
























Dengan mengakarkan kedua ruas, didapatkan 
(∑ |𝑥𝑛 − 𝑧𝑛|
1
2∞𝑛=1 ) ≤ (∑ |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|
1
2∞𝑛=1 ) + (∑ |𝑦𝑛 − 𝑧𝑛|
1
2∞𝑛=1 )... 
       (4.3) 
 




































Dari persamaan (4.4) dan (4.5) jika dijumlahkan akan 
didapatkan 
2 (∑ |𝑥𝑛 − 𝑧𝑛|
1
2∞𝑛=1 ) − (∑ |𝑦𝑛 − 𝑧𝑛|
1
2∞𝑛=1 ) − (∑ |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|
1
2∞𝑛=1 ) ≤
(∑ |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|
1
2∞𝑛=1 ) + (∑ |𝑦𝑛 − 𝑧𝑛|
1
2∞𝑛=1 )  
 
Dengan mengumpulkan (∑ |𝑦𝑛 − 𝑧𝑛|
1
2∞𝑛=1 ) dan (∑ |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|
1
2∞𝑛=1 ) 
pada ruas yang sama, didapatkan 
 
2 (∑ |𝑥𝑛 − 𝑧𝑛|
1
2∞𝑛=1 ) − (∑ |𝑦𝑛 − 𝑧𝑛|
1
2∞𝑛=1 ) − (∑ |𝑦𝑛 − 𝑧𝑛|
1
2∞𝑛=1 ) ≤
(∑ |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|
1
2∞𝑛=1 ) + (∑ |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|
1




2 (∑ |𝑥𝑛 − 𝑧𝑛|
1
2∞𝑛=1 ) − 2 (∑ |𝑦𝑛 − 𝑧𝑛|
1






Lalu memindahkan (−2 (∑ |𝑦𝑛 − 𝑧𝑛|
1
2∞𝑛=1 )) pada ruas sisi lainnya 
2 (∑ |𝑥𝑛 − 𝑧𝑛|
1
2∞𝑛=1 ) ≤ 2 (∑ |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|
1





2)   
2 (∑ |𝑥𝑛 − 𝑧𝑛|
1
2∞𝑛=1 ) ≤ 2 [(∑ |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|
1























𝑑𝑏(𝑥, 𝑧) ≤ 2
2[𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) + 𝑑𝑏(𝑦, 𝑧)] 
 
Karena memenuhi Definisi 4.1.1, maka terbukti bahwa 




 merupakan 𝑏 -metrik dengan 𝑠 =
22 dan pasangan (ℓ1
2
, 𝑑𝑏) merupakan ruang b-metrik. 
 
Selanjutnya akan diberikan mengenai konvergensi barisan 
Cauchy pada ruang b-metrik ℓ1
2





Berdasarkan Teorema 4.1.10 berikut akan ditunjukkan 






Teorema 4.2.2 Diberikan (ℓ1
2
, 𝑑𝑏)  ruang b-metrik. Jika (𝑥𝑛) 
barisan konvergen di (ℓ1
2
, 𝑑𝑏) , maka (𝑥𝑛)  merupakan barisan 
Cauchy. 
 
Bukti: diambil (𝑥𝑛) sebarang barisan di ruang 𝑏-metrik (ℓ1
2
, 𝑑𝑏). 
Untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑁 ∈ ℕ sehingga untuk setiap 𝑛, 𝑚 ≥
𝑁 berlaku 𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑥) <
𝜀
8





𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑥) artinya 












𝑑𝑏(𝑥𝑚, 𝑥) artinya 












Karena 𝑑𝑏 b-metrik, maka berlaku 
𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ 4[𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑑𝑏(𝑥𝑚, 𝑥)] 
























𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀 
 
Dari Definisi 4.1.8 diperoleh bahwa barisan konvergen pada 
(ℓ1
2
, 𝑑𝑏) merupakan barisan Cauchy. 
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Setelah pada dua teorema sebelumnya telah ditunjukkan bahwa 
(ℓ1
2
, 𝑑𝑏) adalah suatu ruang b-metrik dan suatu barisan konvergen 




 merupakan barisan Cauchy. 
Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa ruang b-metrik (ℓ1
2
, 𝑑𝑏) 
merupakan ruang b-metrik yang lengkap. 
 
Berdasarkan pada Definisi 4.1.9 berikut akan ditunjukkan suatu 
teorema mengenai ruang b-metrik lengkap. 
 
Teorema 4.2.7 Ruang (ℓ1
2




Ambil sebarang barisan Cauchy (𝑥𝑛)  di ℓ1
2
 dengan 𝑥𝑛 =
(𝑥𝑛1, 𝑥𝑛2, 𝑥𝑛3, … ), maka untuk setiap 𝜀 > 0, terdapat 𝑁 sehingga 
untuk 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁, berlaku 





< 𝜀 (4.6) 
Ini memenuhi untuk setiap 𝑗 = 1,2, … sehingga didapatkan 
|𝑥𝑚𝑗 − 𝑥𝑛𝑗| < 𝜀   (4.7) 
Ambil 𝑗  tetap. Dari (4.7) terlihat bahwa (𝑥𝑛𝑗)  adalah barisan 
Cauchy di ℝ. Berdasarkan Contoh 2.2.12, telah ditunjukkan bahwa 
ℝ merupakan suatu ruang metrik lengkap, sehingga untuk setiap 
barisan Cauchynya konvergen, katakan konvergen ke 𝑥𝑗 ∈ ℝ 
sehingga 𝑥𝑛𝑗 → 𝑥𝑗  saat 𝑛 → ∞ . Dengan menggunakan limit ini, 
didefinisikan 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … ) dan akan ditunjukkan bahwa 𝑥 ∈
ℓ1
2
 dan 𝑥𝑛 → 𝑥. 












jika 𝑚 → ∞ dan 𝑘 → ∞, untuk 𝑛 ≥ 𝑁. didapatkan 




2∞𝑗=1    (4.8) 
Ini menunjukkan bahwa 𝑥 − 𝑥𝑛 = (𝑥𝑗 − 𝑥𝑛𝑗) ∈ ℓ1
2
. Karena 𝑥𝑛 ∈
ℓ1
2
 , maka berdasarkan ketaksamaan Minkowski  























karena 𝑥𝑛 ∈ ℓ1
2
 dan 𝑥 − 𝑥𝑛 ∈ ℓ1
2
, maka 𝑥 = 𝑥𝑛 + 𝑥 − 𝑥𝑛 ∈ ℓ1
2
. 
Pada persamaan (4.8) merepresentasikan [𝑑𝑏(𝑥, 𝑥𝑛)]
𝑝 , sehingga 
persamaan tersebut menunjukkan bahwa 𝑥𝑛 → 𝑥, dan karena (𝑥𝑛) 
merupakan sebarang barisan Cauchy di ℓ1
2
, maka hal ini 








Pada bagian ini, akan diberikan beberapa teorema titik tetap dari 
ruang b-metrik ℓ1
2
. Secara umum, teorema titik tetap pada ruang b-
metrik telah diuraikan pada [7].  





Teorema 4.3.1 Diberikan (ℓ1
2
, 𝑑𝑏) ruang b-metrik yang lengkap 




 suatu pemetaan 
27 
kontraktif dengan batasan 𝑘 ∈ [0,1/4) dan 𝑘𝑠 < 1. Jika barisan 
(𝑥𝑛) ∈ ℓ1
2
 dengan 𝑥𝑛 = 𝑇 𝑥𝑛−1 =  𝑇
𝑛𝑥0, 𝑛 = 1,2, … . berlaku  
𝑑𝑏(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑑𝑏(𝑥, 𝑦) 
maka terdapat 𝑥∗ ∈ ℓ1
2
 sedemikian hingga 𝑥𝑛 → 𝑥
∗ dan 𝑥∗ adalah 
titik tetap tunggal 𝑇. 
 
Bukti: 
Ambil sebarang 𝑥0 ∈ ℓ1
2
 dan (𝑥𝑛) suatu barisan pada ℓ1
2
 dengan 
𝑥𝑛 = 𝑇 𝑥𝑛−1 =  𝑇
𝑛𝑥0, 𝑛 = 1,2, … 
Karena 𝑇 adalah suatu pemetaan kontraktif dengan konstanta 𝑘 ∈
[0,1/4) maka didapatkan 
𝑑𝑏(𝑇
2𝑥0, 𝑇
2𝑥1) ≤ 𝑘𝑑𝑏(𝑇𝑥0, 𝑇𝑥1) 
≤ 𝑘2𝑑𝑏(𝑥0, 𝑥1) 







2𝑥1) ≤  𝑘










Diberikan 𝑚, 𝑛 > 0 dan 𝑚 > 𝑛, 



































[1 + 4𝑘 + (4𝑘)2 + (4𝑘)3 +
⋯ ] 
(4.9) 
Kemudian ambil 𝑛, 𝑚 → ∞ pada (4.9), didapatkan 
lim
𝑚,𝑛→∞







Sehingga, (𝑥𝑛) adalah barisan Cauchy pada ℓ1
2
. Dan berdasarkan 
kelengkapan dari ℓ1
2










𝑇 𝑥𝑛 = lim
𝑛→∞
𝑇 𝑥𝑛+1 = 𝑥
∗ 
Oleh karena itu, 𝑥∗  adalah titik tetap dari 𝑇 . Perlu ditunjukkan 
bahwa titik tetapnya tunggal. 
 
Anggap 𝑥′ adalah titik tetap yang lain dari 𝑇, maka 𝑇𝑥′ = 𝑥′. 
𝑑𝑏(𝑥
∗, 𝑥′) = 𝑑𝑏(𝑇𝑥





Persamaan (4.10) menunjukkan bahwa 𝑘 ≥ 1 namun dalam hal ini 
kontradiksi dengan 𝑘 ∈ [0,1/4). Sehingga titik tetapnya adalah 
tunggal.  
 
Berikutnya akan diberikan teorema mengenai teorema titik 




Teorema 4.3.2 Diberikan (ℓ1
2
, 𝑑𝑏) ruang b-metrik yang lengkap 




 suatu pemetaan 
untuk setiap 𝜇 ∈ [0, 1/2)  . Jika barisan (𝑥𝑛) ∈ 𝑋  dengan 𝑥𝑛 =
𝑇 𝑥𝑛−1 =  𝑇
𝑛𝑥0,  𝑛 = 1,2, …  . sedemikian hingga untuk setiap 




𝑑𝑏(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜇[𝑑𝑏(𝑥, 𝑇𝑥) + 𝑑𝑏(𝑦, 𝑇𝑦)] (4.11) 
maka terdapat 𝑥∗ ∈ ℓ1
2
 sedemikian hingga 𝑥𝑛 → 𝑥
∗ dan 𝑥∗ adalah 
titik tetap tunggal 𝑇. 
Bukti: 
Ambil sebarang 𝑥0 ∈ ℓ1
2
 dan (𝑥𝑛) suatu barisan pada ℓ1
2
 dengan 
𝑥𝑛 = 𝑇 𝑥𝑛−1 =  𝑇
𝑛𝑥0, 𝑛 = 1,2, … 
Dengan menggunakan ketaksamaan (4.11) didapatkan 
𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝑑𝑏(𝑇𝑥𝑛−1, 𝑇𝑥𝑛) 
≤ 𝜇[𝑑𝑏(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) + 𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)] 
































Karena 𝜇 ∈ [0, 1/2)  maka 
𝜇
𝜇−1
∈ [0,1) . Sehingga, 𝑇  merupakan 
suatu pemetaan kontraktif.  
Dari Teorema 4.3.1 telah ditunjukkan bahwa (𝑥𝑛) adalah barisan 
Cauchy pada ℓ1
2
 dan merupakan barisan konvergen. Anggap bahwa 
(𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥
∗ ∈ ℓ1
2
 sehingga didapatkan 
𝑑𝑏(𝑥
∗, 𝑇𝑥∗) ≤ 4[𝑑𝑏(𝑥
∗, 𝑥𝑛) + 𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑇𝑥
∗)] 
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       (4.13) 











Oleh karena itu, 𝑥∗ = 𝑇𝑥∗ dan menunjukkan bahwa 𝑥∗ adalah titik 
tetap tunggal dari 𝑇. 
 
Berikutnya akan diberikan teorema mengenai teorema titik 




Teorema 4.3.3 Diberikan (ℓ1
2
, 𝑑𝑏) ruang b-metrik yang lengkap 




 suatu pemetaan 
untuk setiap 𝜆 ∈ [0, 1/8)  dan 𝑠𝜆 <
1
8
. Jika barisan (𝑥𝑛) ∈ ℓ1
2
 
dengan 𝑥𝑛 = 𝑇 𝑥𝑛−1 =  𝑇
𝑛𝑥0,  𝑛 = 1,2, …  . sedemikian hingga 




𝑑𝑏(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜆[𝑑𝑏(𝑥, 𝑇𝑦) + 𝑑𝑏(𝑦, 𝑇𝑥)] (4.14) 
maka terdapat 𝑥∗ ∈ ℓ1
2
 sedemikian hingga 𝑥𝑛 → 𝑥
∗ dan 𝑥∗ adalah 
titik tetap tunggal 𝑇. 
 
Bukti: 
Ambil sebarang 𝑥0 ∈ ℓ1
2
 dan (𝑥𝑛) suatu barisan pada ℓ1
2
 dengan 
𝑥𝑛 = 𝑇 𝑥𝑛−1 =  𝑇
𝑛𝑥0, 𝑛 = 1,2, … 
Dengan menggunakan ketaksamaan (4.14) didapatkan 









































Karena 𝜆 ∈ [0, 1/8) maka 
4𝜆
1−4𝜆
∈ [0,1). Sehingga, 𝑇  merupakan 
suatu pemetaan kontraktif.  
Dari Teorema 4.3.1 dan Teorema 4.3.2 telah ditunjukkan bahwa 
(𝑥𝑛)  adalah barisan Cauchy pada ℓ1
2
 dan merupakan barisan 
konvergen ke 𝑥∗ ∈ ℓ1
2
. 
Kemudian, akan ditunjukkan bahwa 𝑥∗ adalah titik tetap dari 𝑇.  
𝑑𝑏(𝑥









































∗, 𝑇𝑥∗) ≤ 4𝑑𝑏(𝑥
∗, 𝑥𝑛+1) + 4𝜆𝑑𝑏(𝑥
∗, 𝑥𝑛+1) 
+4𝜆𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑇𝑥
∗)]      (4.15) 
Diberikan 𝑛 → ∞ pada (4.15) sehingga 
𝑑𝑏(𝑥




  (4.16) 
Ketaksamaan (4.16) salah, kecuali 𝑑𝑏(𝑥
∗, 𝑇𝑥∗) = 0, sehingga 












KESIMPULAN DAN SARAN 
 
     Bab ini membahas mengenai kesimpulan dari penulisan Tugas 
Akhir dan saran yang bisa digunakan untuk pengembangan 
penelitian selanjutnya dengan topik yang sama. 
 
5.1 Kesimpulan 
     Berdasarkan dari seluruh proses pada bab-bab sebelumnya, 
dapat diambil kesimpulan sebagai berikut: 
1. Jika barisan-barisan  (𝑥𝑛) , (𝑦𝑛)  di dalam 𝑋  dengan (𝑋, 𝑑𝑏) 
ruang b-metrik yang masing-masing konvergen ke 𝑥  dan 𝑦 , 
maka (𝑑𝑏(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)) konvergen ke 𝑠𝑑𝑏(𝑥, 𝑦). 
2. Jika (𝑥𝑛) barisan konvergen di ruang b-metrik (𝑋, 𝑑𝑏) maka 
(𝑥𝑛) memiliki limit tunggal 
3. Ruang (ℓ1
2
, 𝑑𝑏) merupakan ruang b-metrik yang lengkap.  
4. Berdasarkan Teorema titik tetap Banach, diberikan (ℓ1
2
, 𝑑𝑏) 





 suatu pemetaan kontraktif dengan batasan 𝑘 ∈
[0,1/4)  dan 𝑘𝑠 < 1 . Jika barisan (𝑥𝑛) ∈ ℓ1
2
 dengan 𝑥𝑛 =
𝑇 𝑥𝑛−1 =  𝑇




sedemikian hingga 𝑥𝑛 → 𝑥
∗ dan 𝑥∗ adalah titik tetap tunggal 𝑇. 
5. Berdasarkan Teorema titik tetap tipe Kannan, diberikan 
(ℓ1
2
, 𝑑𝑏)  ruang b-metrik yang lengkap dengan konstanta 𝑠 =




 suatu pemetaan untuk setiap  𝜇 ∈
[0, 1/2). Jika barisan (𝑥𝑛) ∈ ℓ1
2
 dengan 𝑥𝑛 = 𝑇 𝑥𝑛−1 =  𝑇
𝑛𝑥0, 
𝑛 = 1,2, … . sedemikian hingga untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℓ1
2
 berlaku 





maka, terdapat 𝑥∗ ∈ ℓ1
2
 sedemikian hingga 𝑥𝑛 → 𝑥
∗  dan 𝑥∗ 
adalah titik tetap tunggal 𝑇.  
6. Berdasarkan Teorema titik tetap tipe Chatterjea, diberikan 
(ℓ1
2
, 𝑑𝑏)  ruang b-metrik yang lengkap dengan konstanta 𝑠 =




 suatu pemetaan untuk setiap 𝜆 ∈ [0, 1/
8) dan 𝜆𝑠 <
1
2
. Jika barisan (𝑥𝑛) ∈ ℓ1
2
 dengan 𝑥𝑛 = 𝑇 𝑥𝑛−1 =




𝑑𝑏(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜆[𝑑𝑏(𝑥, 𝑇𝑦) + 𝑑𝑏(𝑦, 𝑇𝑥)] 
maka, terdapat 𝑥∗ ∈ ℓ1
2
 sedemikian hingga 𝑥𝑛 → 𝑥
∗  dan 𝑥∗ 
adalah titik tetap tunggal 𝑇. 
5.2 Saran 
     Untuk pengembangan penelitian selanjutnya, dapat dikaji 
mengenai konvergensi pada ruang b-metrik yang lain dan 
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